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INTROOACENE

Conlinutul unor probleme pare foarte incurcat. Rezolvitorul
citegte de mai multe ori problema, incercAnd sI qi-o apropie, sd
renun{e temporar la unele informatii, pun6nd accent pe altele gi
revenind apoi Ia cele la care a renun{at, spre a face textul mai
accesibil, mai ugor de in{eles. E ca gi cum ai incerca sd explici ceva
cuiva care n-a priceput de prima dat6 qi-1i tot adaptezi stilul de
expunere pAnS cdnd, in sfArqit, se intrevede cd ar inlelege qi el cAte
pu{in (numai c5, in cazul nostru, cel care ar inlelege mai greu al putea
fi rezolvitorul insuqi !).

In{elegerea rela{iilor dintre mdrimile unor plobleme, intre
valorile cunoscute pil sau valorile necunoscute ale acestora este un
proces care se desftqoard in mai multe etape, de la o etapd la alta
rezolvitorul sim{ind cd zona cercetatd (problema!) devine din ce in ce
mai luminatd dup6 ce, inilial, i se p[rea cd este in bezn6" Unele dintre
aceste etape presupun diverse tipuri de refbrmulare a problemei pAn[
se gdsegte fonna care sd asigure infelegerea clari a conJinutului ei,
astf'el incAt, el. rezolvitorul, si gtie cu precizie ce operafii ef"ectueaz6
pentru a afla necunoscutele problemei (cele cerute explicit de text san
cele fbrmulate ca cerin{e intermediare de rezolvitor).

tn multe situalii, o refbrmulare schematic5 eficientd se reali-
zeazhprin metoda figurativi (grafici), o metodi foafie des utilizatd
in clasele II-IV. Ea constd in reprezentarea rndrimilor necunoscute
prin diferite simboluri, evidentiind in aceastd reprezentare pi posibi-
lele lela{ii dintre mdrimile problemei. Utllizend pentru reprezentarea
mbrimilor, segmente de dreaptd sau alte figuri geometrice, precum gi
scheme ale obiectelor despre care se vorbe$te in probleme, metoda
ugureazd trecerea de la abstract la concret gi inveis, netezind calea
spre utilizarea metodelor algebrice in rezolvar"ea problemelor.

In aplicarea metodei se ia o mSrime drept reper (de regul5 cea
mai micd) ceielalte mirimi fiind reprezentate in func{ie de acesta"

Metoda permite, uneori chiar necesitd, formularea de ipoteze
referitoare la evolu{ia unei situa{ii reprezentate inilial sau la posibilele
consecin{e ale unor modificbri efectuate de rezolvitor precum unele
transferuri sau folosirea unor expresii ca ,,ti mai dnu eu celui mai.
mi(', ,.ii mai iau eu celui mai mare".

Yl 6* Jk7*

Dacd problema se referl la dinamica - evolu]ia in timp - a ilnor
mirimi, trebuie identilicate cu grijd momentele gi ales cel care trebuie
reprezentat, sau, in cazulreptezentdrii tuturor, cel care con{ine reperul.

Cum ajungem la concluzia cd trebuie sd folosim rnetoda figu-
rativi? Rareori c6nd citim o problemd putern formula o judecatb sau un

rispuns imediat la cerinla acesteia. De aceea, frr6 a incerca si algorit-
rntzdm abordarea rezolvlrii unei probleme, recomanddnt rezolvitorului,
a$a cum am mai fficut-o qi altddatS, sd parcurgi umdtoarele etape:

a) Cunoaqterea gi infelegerea enunfului protrlemei
Elevul trebuie sd aib[ in vedere:

- lectura ateng a textului;
- clarificarea elementelor de vocabular;

- scrierea schematici (se includ in scherni numai infor-
mafii esenliale - de reguld cantitative - qi care permit
reconstituirea textului dupl schemb);

- evidenlierea informa{iilor esenfiale. a detaliilor, a legdttt-
rilor intre date.

G. Polya recomandd sd se pomeasc6 totdeauna de la enunt,

afirrnAnd: ,,Mergi inainte abia c6nd acest enul4 i{i este atAt de ckr qi de

bine imprimat in minte ?ncdt poli sd nu te mai ui{i ia ploblema pentru o

clip[, fdrS teamS ci ai s[ pierzi din vedere ansarnblul."'
h) Analiza qi intocmirea unui plan
CercetAnd leglturtle dintre valorile cunoscute qi cele necunos-

cute ale mirimilor problemei, se descoperd idei privind aflarea
necunoscutelor sau aflarea unor date intetmediare ce pot duce la
aflarea acestora. Acest proces poate duce la punerea in eviden!6 a

ideilor ce contribuie la rezolvarea problemei. In acest caz, stabilirea
unei succesiuni convenabile poate ugura obfinerea solu{iei. Se ajunge,
astfel, la intocmirea unui plan de rezolvrtre a problemei.

Uneori este important sd g[sim o idee de ,,urnire" a problemei,
etapele planului de lezolvare reveldndu-se o dati cu rezolvarea
propriu-zisd.

c) Realizarea planului
Coincide cu rezolvarea propriu-zisb a problemei, pdn alegerea

qi efectuarea operaliilor corespunzdtoare.

' G. Polya - ,,Cum rezolvlm o problemd ", Ed. $tiinlificd, Bucuregti, 1965



S tabilirea opera{iilor se prefigure azd, in etapele anterioar"e, cAncl
lectura textului. identificarea rela{iilor dintre date, intr:cmirea planu-
lui de rezolvar"e conduc implicit spre calculele ce trebuie efectuite.

d) Privirea retrospectivi
Este o etapd de multe ori ignoratd, dar fdra de care r.ezolvarea

unei probleme nu trebuie considerati incheiati. Neabordarea acestei
etape diminueazdpdnh la anulare ef'ectul in plan intelectual qi progre-
sul in capacitatea de rezolvare in viitor a altor probleme. ln iceast6
etapd se poate reconstitui cu claritate planul optim de rezolvar-e a
problemei (inclusiv prin renun{area la unele etape gi r"estructrrarea
altora), se eviden{iazd leg[turi cu alte probleme qi se fixeazd idei ce
pot fi folosite in rezolvarea acestora, se l'ac generalizdri sau par-ticu-
larizhn, se pot compune alte probleme.

In ce privegte lucrarea noastrd credem cI mai sunt necesare
cAteva observa{ii.

-. Uneori am apclat la fbrnralizarea problemei folosind penrru
divelse mrrinii litere: a, b, c,... in caclrul acestor lbrmalizbri am optat
pentru scrierea cu ajutorul inmultirii a unor relafii exprimate in text
prin cuvin{e ce sugereazd impdr{irea: ,,b este de trei orimai rnic dec6t
ao' se scrie a = 3 x b;,"cdtul impdrlirii lui a la b este 2 qi restul 3., se
scrie a = 2 x b + 3. La t'el, experien{a ne indea.mnd sI fi:losirn
opera{ia de adunare atunci cdnd textul ne sugereazd s[ fblosirn
scdderea: ,,b este ctt3 maimic decdt a" se scrie a= b+ 3.

Tot din experienld recomandim rezolvitorilor ca inegalit6{ile
sugerate de textele unor probleme sr fie scrise cu ajutorul egalitdfilor:
,,a mai mare ca b cu 20" se scrie a = b + Z0 ,,a mai m*t"e de 2 ori ut b',
se scrie a=2xb.

RespectAnd aceste recomanddri vom ajunge, in cazul in care
am decis si f'olosim nretoda graficd, sx reprezentim cu ugilrinld figura
corespunzdtoare problemei.

Paragrafele care urrneazh reprezintd. o incercare de grupare a
problemelor care pot fi rezolvate prin metoda figurativd in-caGgorii
pe care noi le-am identificat ?n activitatea practici. Rezolvitorii pot
avea gi alte pdreri.

*sJk * e *

t. stlwa $ DIFEBENTA

in cazul acestei categorii de probleme, teprezentilm prin seg-

mente cele doud nltmere, punfrnd in eviden{i faptul ci unul dintre ele

este mai mare dec6t celdlalt cu diferen{a dintre ele.

Dac[ 1u6m ca repef numarul mai mic, atunci oblinem dublul

acestui num[r sc[zdnd din sumd dit"erenla celor doud mtmere. Dacd

luSm ca reper numarul mai mare, atunci obJinem dublul acestui nu-

m[r adun6nd la sumd diferenta celor doud nunrcre,

A Prohlertri rsPoluati

EI Suma a doud numere ,,a" qi ,,b" este lB. Sf, se afle cele doui

numere qtiind ch unul este mai mare cu 4 clecfit celilalt'

Rezolvare

a+b=18
^ L_ Aa- u * a
ilTE;f
Egalarea celor doud ntlmere se face:

a) prin scbdere (e mai utilizatd)

h#l
t8 4 r

a|"-*-___-__HJ

18* 4 =14(2 xbsau2b)
t4".2= T(b)
7+4=ll(a)

Verificare:11+7=18

Dacd din num[ru] mare ,,a" schdem 4, atunci ,,4" va fi egal cu

,,bo'. Scizand pe 4 din sum[ (18), atunci oblinem dou6 numere egale

cu,,b".



b) prin adunare:

a}---_H)
!rs

bF---{\)
t8+4=22(Za)
22: Z = ll (a)
tI-4= 7(b)

Verificare:11+7=18

Dac[ numdrului mai mic ,,bo,ii adundm 4 (diferen]a), atunci va
fi egal cu num5rul mai mare ,,a". Diferenfa aceasta va fi adunatI;i la
sum6 gi atunci obfinem 22 (2x a sau Za).

ls Problome proprffio

* l. Suma a doufl numere este 25, iar diferen{a lor este 5.
Aflafi cele doui numere.

* 2. Suma a dou6 numere este 54, iar unul dintre ele este cu
18 mai mare decAt celdlalt. Care sunt cele doui numere?

* 3. Doud compuneri au in total4g de randuri. una e mai scur-
tacu 17 r0nduri decat cealaltd. c6te rAnduri are fiecare compunere?

* 't. tn doud bidoane se afl6 5g !,rapte.cati fitri sunt in fiecare
bidon dac6ln primul sunt cu 14 (,mu mult dec6t in al doilea?

* 5. Doi fra{i au impreund26 de ani. unul dintre ei are cu
4 ani mai mult decAt celdlalt. CAli ani are fiecarc?

* 6. Bogdan are 100 de timbre romdnegti gi str6ine. CAte
timbre are din fiecare fel, qtiind cr timbre romanegti are cu 24 mai
multe decfit strline?

* 7. Dour c[4i au impreund 244 depagini. una din ere are cu
38 de pagini mai putin dec6t cealal td,. cdtepagini are fiecare ca'te?

*ro* tk11 *

* 8. pe dou[ rafturi ale unei biblioteci sunt 75 de cdrli. s[ se

afle cate c6rfi se afla pe fiecare raft, gtiind c6 pe al doilea sunt cu 17

mai puline decAt Pe Primul.

*9.
gtiind cd al
treilea.

Suma a ffei numere este 50. S5 se afle fiecare numdr,

doilea este mai mic cu 4 decdt primul 9i cu 7 decdt al

* I O. Suma a trei numere este 682. Al treilea num6r este ma1

mare decAt al doilea cu 115, iar decAt primul este mai mic cu 170. Sa

se afle numerele.

* I t. Pe 3 caiete s-au scris in total 101 pagini. Pe primul caiet

s-a scris cu 8 pagini mai pulin decat pe al doilea, iar pe al treilea cu

13 mai mult decat pe al doilea. cate pagini s-au scris pe fiecare catet?

* 12. Mirind cu 12 suma a dou5 numere oblinem 216' S5 se

afle numerele qtiind cd primul este cu 28 mai mare decflt al doilea.

* | 3. Dac6 dintr.un numlr scadem 15, iar din altul scddem

g3, diferen{a numerelor obfinute este 10. sd se afle diferenta dintre

numerele iniliale.

*1/*.Sumaadou6numereeste226'Dac6dinprimulnum6r
sc[dem 22 gi din al doilea scadem 52, atunci diferenfa dintre

numerele oblinute vafi 12. S[ se afle numerele'

*ls.Sumaadou6numereeste208.DacipeprimulilmSrim
de 2 ori, iar pe al doilea de 3 ori, suma numerelor oblinute va fi egall

w 512. Sb se afle numerele.

* 15. Diferenla dintre dou6 numere este 9. Marjnd de 3 ori

cele douS numere, suma numerelor obJinute este 363. Se se afle

numerele iniliale.

* 17, Mdrind de 3 ori doud numere oblinem pentru noile

numere suma 333, iar diferen{a 51. Care sunt numerele?



* | 8. Suma a doud numere este 121. Dac6 il micqordm pe
primul de 3 trei ori qi pe al doilea cu 3, suma numerelor obtinute este
egal[ cu 54. Afla{i numerele ini{inle.

* 19. Semisuma a doud nllmere este 49" Sd se afle numerele
qtiind cX primul este mai mare cu 18 decAf al doilea.

* 20. Semisuma a doud nllmele este 70, iar semidiferen{a
este 16" Si se afle numerele.

* 21. Dublul sumei a doud numere este 264. Aflali numerele
ptiind ci primul este cu 28 rnai mic decAt al doilea"

* 22. Triplul sumei a trei numere este 292. Sd se afle nume-
rele, $tiind cd primul este cu 26 mai mic rtecat al doilea gi mai mare
dec0t al treilea cu 28.

* 23. Mirind de 6 ori suma a doud nunrere obfinern 43g. SA
se afle numerele gtiind ca diferen{a dintre ele este 2l.

* 24. Suma a trei numere este 52" primul numdr este 10, iar
diferen{a dintre al treilea gi al doilea este 12. Aflafi celelalte doud
numere.

* 25. Un elev a citit in trei zile 43 de pagini dintr-o carle. in
prima zi acitit cu 3 pagini mai pu{in decat a treiazi, iar a doua zi a
citit 16 pagini. CAte pagini a citit in fiecare zi?

* 26. Un elev a citit in trei zile 46 de pagini. tn prima gi in a
doua zi a citit un numdr egal de pagini, iar a treia zi cu 1g pagini mai
pufin decat in cele doud zile la un loc. c6te pagini a citit ?n fieiare zi?

* 27. Trei elevi au rezolvat intr-o sipt6mdnd 95 de probleme.
Primul qi al doilea au rezolvat un numdr egal de pl6bleme, iar al
treilea cu 7 probleme mai mult dec6t ceilal{i doi impreun6. c6te
probleme a rezolv at fiecare?

;& lz Jk *13*

2. SAMfi SI CATt

Caracteristica esen{iali a acestor probleme constb in faptul cd

se precizeazd (sau se poate deduce) de cdte ori este mai mare un

numdr ,,a" decdt alt numdr ,,b" gi care este suma 1or.

Reprezentarea prin segmente ne va sugera cd ,,a'o este mai mare

decnt ,,b" de ,,n" ori qi cI suma lor este (n + 1)b. Vom ob{ine astfel pe

,,b" prin fmpdrJirea sumei Ia ,,n + lou gi pe ,,ao'prin inmulfirea lui ,,b"
cu rrn",

A Problem,i repoluatfl

El Suma a doui numere este 28. Sd se afle numerele, gtiind cd

unul este de trei ori mai mare/ mic decdt celilalt.

Rezolvare

a+b=28
a=3bsaub=a:3
a;-?6 = ?---
Din scrierea prescurtatd se observfl c6 numbrul mai mic este

,,b'0. fl vom figura primul. Pe al doilea il vom desena de 3 ori mai
mare.

bHl
128a#J

Conform figurii, 28 (suma) reprezintd de 4 ori numdrul mic (b)'

28:4= 7 (b)
7 x3 =21 (a)

Verificare: 2I +7 =78



us Pr.oblonre propu$o

* l. Surna a doud numere este 27. Aflaii numerele. gtiin<l c6
al doilea este de 2 ori mai mare dec6t primul.

* 2, Suma a doud numere este 35" Primul este de 4 ori rnai
mic decdt al doilea. Afla{i numerele.

* 3. Doi fra{i au impreund" 64 de nuci. Afla(i c6te nuci are
fiecare, dacd unul din ei are de 7 ori mai multe nuci dec0t celdlalt.

* 4. in doua zile un elev a citit 24 de pagini. CAte pagini a
citit in fiecare zi, dacd in prima zi a cttit de 3 ori mai mult dec6t a
douazi?

* 5. Trei persoane cumpdrl 100 kg de varzd,. primele dou[
cumplrI cantitdti egale, iar a treia c6t celelalte doub la un loc. CAte
kilograme de varzd a cumpdrat fiecare persoand?

* 6. Trei c6rJi au impreund 525 de pagini. Cea de-a treia are
un numir dublu de pagini fa{b de a doua, iar prima este jumdtate din a
doua. Cdte pagini are fiecare carte?

* 7. in fei saci sunt 120 kg de ciment. CAte kilograme de ciment
sunt in fiecare sac, gtiind c5 in al doilea este jumitate din cantitatea din
primul, iar in ai treilea de 3 ori mai mult decdt ?n al doilea?

* 8, Suma a doud numere este 136. Dac[ pe primul il inmul-
lim cu 2, iar pe al doilea cu 6, obtinem numere egale. Afla{i cele doud
numere.

* 9. Suma a doud numere este 48. DacI pe primul il mirim
de 3 ori, iar pe al doilea de 9 ori, obtinem numere egale. Aflali
numerele"

rkr+* Jkls*

* I O. impitritul unui numdr qi dublul celui de-al doilea sunt

numere egale gi au suma 448. Aflafi numerele.

* | l. Triplul unui num[r este egal cu dublul altui numdr' S[
se afle numerele, gtiind cd suma celor doub numere este 250'

* 12. Surna a doul numere este 80. Diferenfa lor este de 3 ori
numirul mai mic. Care sunt numerele?

* 15. Suma a doub numere este 200. DacE pe primul il
inrnultim cu 6, iar pe al doilea cu 2, obfinem numere egale. S[ se afle

numerele.
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In aceste probleme se precizeazb de c6te ori este mai mare un
numdr,,a" decAt un num[r,,b'o (sau de cdte ori este mai mic ,,b,. decO.t

,,a") $i cale este diferenla dintre ele.
Reprezentarea prin segrnente sugereazd cd," dacl,,a,o este de

,,n" ori mai mare ca,,b", afunci diferenfa ,,&-b., este (n- 1)b. Vom
obtrine numdrul ,,[r" prin impdrJirea diferen]ei la ,,n - 1.. qi apoi p€ ,,a,,
prin inmultrirea lui ,,b" cu ,,n".

A Problem{, r€poluatd,

M Dif'erenla a douS numere este 18, iar c6tul lor este 3. Sd se
determine numerele.

Rezolvare

a-b= 18

a:b= 3saua=3b
ffi
Pentru a-mi uqura interpretarea datelor problemei qi a vedea

mai bine in minte figura, am rescris a doua relafie prin opera{ia inversi
impa$irii:

. deimpbr{itul = cdtul x impdr-{iforul, in cazul nostru a = 3 x b.

b F---J
a#

\_Y-__J
18

Din fignrd se observi cI diferen{a (18) reprezintd de doub
ori,,b":

LB:2= 9(b)
9x3=27(a)

Verificare: 27 -9 = IB

:kro* rk fZ rt

rs Problonrs propus€

* l. Cdtul a doub numere este 2, iar diferenfa lor este tot 2.

Aflali numerele.

* 2" O compunere are de 4 ori mai multe rfrnduri decdt alta.

Sd se afle cAte rArrduri are fiecare, gtiind c5 una are cu 27 rfinduri mai
rnult decAt cealalt6.

* 3. Diferenla a doud nulnere este 40, iar c0tul este 5. Aflali
numerele"

* 4. Un caiet Ne cu 150 ile pagini nrai mult decdt altul. Aflati
cdte pagini are fiecare caiet, dac[ unul e de 3 ori mai gros decdt
celdlalt.

* 5. pe un raft sunt de trei ori mai multe p6ini dec$t pe altul,
adicd cu 40 mai multe, Al'la{i cdte pAini sunt pe fiecire raft.

* 6" lntr-un sac sunt cle -5 ori mai multe kilogpame de ciment
decdt in altul" Diferentra clintre cantitStrile din cei doi saci este de

60 kg. CAte kilograme sunt in total'7

* 7. Fiul are de 6 ori mai pufini ani decdt tatdl, adici cu 25

mai pufin" Care este v0rsta fieciruia?

* 8. Se dau 3 numere. Al doilea este de 2 orimai mic decAt

primul, al treilea este suma celorlalte doud. iar diferen{a dintre al
treilea gi al dnilea este 22. Sd se afle numerele.

* 9. Sd se afle numf,rul t6e, gtiind cb b = c, b = 2a Fi
b+c-2a=8.

* I O. 0 pOine gi jumbtate cost6 6 de lei. CAt costi o p6ine?



* I l. Doud cutii au acelaqi numdr de bomboane. Dup6 ce se
iau din prima 85 de bonrboane pi din a doua 25, se constat[ ci in a
doua au rbmas de 5 ori mai multe bomboane. Cdte bomboane are
fiecare cutie?

* 12. Andrei are a treia parte din vdrsta bunicii qi jumdtate
din vdrsta m:unei. Bunica este mai mare cu 44 de ani decOt Andrei.
Afla{i v6rstele celor trei persoane.

* 13. O carte are cu 384 de pagini mai mult decAt alta, adicd
de 4 ori mai multe. CAte pagini are fiecare cznte?

* l,t. La un concurs de atletism numbrul copiilor de peste
I0 ani a fost de 7 ori mai mare decAt cel al copiilor cal"e aveau rnai
putin de l0 ani. Sd se afle nnmdrnl copiilor din fiecare categorie de
vdrst6, gtiind cd cei de peste l0 ani erau cu 144 mai mul{i decAt
ceilalli.

* 1 5 . Pentru 6 kg de cartofi s-au pldtit cu 4 lei mai mult decdt
pentru 2kg. Cit costd 1 kg de cartoti?

* t 6. 7 caiete au cu 192 de file mai mult decdt 3 caiete. C6te
file are un caiet?

* 17. Dit'eren{a a doud numere este 54, fiind de 3 ori mai
mare decfit primul nurnf,r. Aflali numerele.

* 18" Dacd 4 bomboane costb cu 4 500 de lei mai mult dec6t
una singurl, c6t costb o bomboanS?

*fStt *rq)t

e. ilnpin1nEA ca REsr

in unele probleme se cunoaqte suma sau diferen{a a doud
nurnere naturale, cdtul imp5(irii celui mai mare la cel mai mic qi

restul acestei impErfiri.
Astfel, dac[ a = b x n + r, atunci vorn reprgzenta ,,b" prititr-un

segment" iar pe ,,a'o prin ,,n" segmente de mirjmea celui care-l repre-
zinthpe,,b" gi incd un segment (mai mic) care sI reprezinte restul.

Reprezentarea figurativd sugereazd sf, sc[dem din sumb sau

diferen{i po ,f" pentru a rdmAne cu ,,n + 1" (sau ,,n - 1") segmente de

m6rimea celui care-l reprezintdpo ,,boo.

A Problcrnc r{rpolunto

EI I". Surna a douS numere este 26. Cdtul impd(irii numdrului
mai mare la cel mic este 3, iar restul 2. Care sunt cele doud numere?

Rezolvare

a+b =26
a : b= 3 (rest2) saua= 3b+2
a=?b=?

bF-___---ll
u'* , , 'orJ'u

Din figurb observ[m ci dac6 din suma 26 il indeptutdm
(sc6dem) pe 2, ob{inem de 4 ori ,,b".

26 -Z = 24 (4b)
De aici avem o problem[ in care cunoagtem suma gi cdtul.
24:4=6tb)
6x3+2=2A{a-)

Verificare:2A:6= 3 (rest2) sau 20+6=26


