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INTRODUCERE

Continutul unor probleme pare foarte incurcat. Rezolvitorul
citeste de mai multe ori problema, incercind si si-o apropie, si
renunte temporar la unele informatii, punind accent pe altele si
revenind apoi la cele la care a renuntat, spre a face textul mai
accesibil, mai ugor de inteles. E ca si cum ai incerca s explici ceva
cuiva care n-a priceput de prima datd si-{i tot adaptezi stilul de
expunere pana cand, 1n sfarsit, se Intrevede ca ar intelege si el cate
putin (numai cd, in cazul nostru, cel care ar intelege mai greu ar putea
fi rezolvitorul insusi!).

Intelegerea relatiilor dintre marimile unor probleme, intre
valorile cunoscute si/ sau valorile necunoscute ale acestora este un
proces care se desfasoard in mai multe etape, de la o etapa la alta
rezolvitorul sim{ind cd zona cercetatd (problema!) devine din ce in ce
mai luminata dupa ce, initial, i se parea ci este In bezni. Unele dintre
aceste etape presupun diverse tipuri de reformulare a problemei pana
se gaseste forma care sa asigure intelegerea clard a continutului ei,
astfel Incat, el, rezolvitorul, sa stie cu precizie ce operatii efectueaza
pentru a afla necunoscutele problemei (cele cerute explicit de text sau
cele formulate ca cerinte intermediare de rezolvitor).

in multe situatii, o reformulare schematica eficientd se reali-
zeaza prin metoda figurativa (grafici), o metoda foarte des utilizata
in clasele II-IV. Ea constd in reprezentarea mdrimilor necunoscute
prin diferite simboluri, evidentiind in aceastd reprezentare si posibi-
lele relatii dintre marimile problemei. Utilizand pentru reprezentarea
mdrimilor, segmente de dreapta sau alte figuri geometrice, precum si
scheme ale obiectelor despre care se vorbeste in probleme, metoda

usureaza trecerea de la abstract la concret si invers, netezind calea
spre utilizarea metodelor algebrice in rezolvarea problemelor.

In aplicarea metodei se ia 0 marime drept reper (de regula cea
mai micd) celelalte marimi fiind reprezentate in functie de acesta.

Metoda permite, uneori chiar necesita, formularea de ipoteze
referitoare la evolutia unei situatii reprezentate initial sau la posibilele
consecinte ale unor modificari efectuate de rezolvitor precum unele
transferuri sau folosirea unor expresii ca ,,ii mai dau eu celui mai
mic*, ,,0i mai iau eu celui mai mare.
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Daca problema se refera la dinamica — evolutia in timp — a unor
mérimi, trebuie identificate cu grija momentele si ales cel care trebuie
reprezentat, sau, in cazul reprezentrii tuturor, cel care contine reperul.

Cum ajungem la concluzia ca trebuie si folosim metoda figu-
rativd? Rareori cand citim o problema putem formula o judecatd sau un
raspuns imediat la cerinta acesteia. De aceea, fard a incerca sd algorit-
mizam abordarea rezolvirii unei probleme, recomandam rezolvitorului,
asa cum am mai facut-o si altadatd, sa parcurgd urmatoarele etape:

a) Cunoasterea si intelegerea enuntului problemei

Elevul trebuie s aiba in vedere:

— lectura atent a textului;

- clarificarea elementelor de vocabular;

— scrierea schematicd (se includ in schemd numai infor-
matii esentiale — de reguld cantitative — si care permit
reconstituirea textului dupa schema);

— evidentierea informatiilor esentiale, a detaliilor, a legitu-
rilor intre date.

G. Polya recomandd si se porneascd totdeauna de la enunt,
afirmand: ,Mergi Tnainte abia cind acest enunt iti este atat de clar si de
bine imprimat in minte incat poti s nu te mai uifi la problema pentru o
clipa, fard teama ca ai sd pierzi din vedere ansamblul.*’

b) Analiza si intocmirea unui plan

Cercetind legaturile dintre valorile cunoscute si cele necunos-
cute ale mirimilor problemei, se descoperd idei privind aflarea
necunoscutelor sau aflarea unor date intermediare ce pot duce la
aflarea acestora. Acest proces poate duce la punerea in evidenta a
ideilor ce contribuie la rezolvarea problemei. In acest caz, stabilirea
unei succesiuni convenabile poate usura obtinerea solutiei. Se ajunge,
astfel, la Intocmirea unui plan de rezolvare a problemei.

Uneori este important sd gasim o idee de ,,urnire* a problemei,
etapele planului de rezolvare reveldndu-se o datd cu rezolvarea
propriu-zisa.

¢) Realizarea planului

Coincide cu rezolvarea propriu-zisa a problemei, prin alegerea
si efectuarea operatiilor corespunzitoare.

LG. Polya — ,,Cum rezolvim o problema “, Ed. Stiinfifica, Bucuresti, 1965
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Stabilirea operatiilor se prefigureazi in etapele anterioare, cand
lectura textului, identificarea relatiilor dintre date, intocmirea planu-
lui de rezolvare conduc implicit spre calculele ce trebuie efectuate.

d) Privirea retrospectivi

Este o etapd de multe ori ignorati, dar fira de care rezolvarea
unei probleme nu trebuie consideratd incheiati. Neabordarea acestei
etape diminueaza pand la anulare efectul in plan intelectual si progre-
sul in capacitatea de rezolvare in viitor a altor probleme. In aceasti
etapa se poate reconstitui cu claritate planul optim de rezolvare a
problemei (inclusiv prin renuntarea la unele etape si restructurarea
altora), se evidentiaza legituri cu alte probleme si se fixeaza idei ce
pot fi folosite in rezolvarea acestora, se fac generalizari sau particu-
larizéri, se pot compune alte probleme.

In ce priveste lucrarea noastri credem ci mai sunt necesare
cateva observatii.

Uneori am apelat la formalizarea problemei folosind pentru
diverse marimi litere: a, b, c,... In cadrul acestor formaliziri am optat
pentru scrierea cu ajutorul inmultirii a unor relatii exprimate in text
prin cuvinte ce sugereaza impartirea: ,,b este de trei ori mai mic decat
a” se scrie a = 3 x b; ,,catul impartirii lui a la b este 2 si restul 3 se
scrie a = 2 x b + 3. La fel, experienta ne indeamnd si folosim
operatia de adunare atunci cind textul ne sugereaza si folosim
scaderea: ,,b este cu 3 mai mic decét a* se scriea=b + 3.

Tot din experientd recomandam rezolvitorilor ca inegalitatile
sugerate de textele unor probleme si fie scrise cu ajutorul egalititilor:
»a mai mare ca b cu 20° se scrie a =b + 20; ,.a mai mare de 2 ori ca b
se scriea=2 x b.

Respectand aceste recomandiri vom ajunge, in cazul in care
am decis sa folosim metoda grafici, sa reprezentim cu usurinta figura
corespunzitoare problemei.

Paragrafele care urmeaza reprezinti o incercare de grupare a
problemelor care pot fi rezolvate prin metoda figurativa in categorii
pe care noi le-am identificat in activitatea practici. Rezolvitorii pot
avea si alte pareri.
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1. SUMA SI DIFERENTA

fn cazul acestei categorii de probleme, reprezentam prin seg-
mente cele dous numere, punand in evidenta faptul ca unul dintre ele

este mai mare decat celdlalt cu diferenta dintre ele. , :
Daci ludm ca reper numarul mai mic, atunci obtinem dublul

acestui numir sciazand din suma diferenta celor doud numere. Daca
luim ca reper numdrul mai mare, atunci obtinem dublul acestui nu-
mar adunind la sumi diferenta celor doua numere.

45 Problema rezolvata

o Suma a doud numere ,,a“ si ,,.b* este 18. Sa se afle cele doua
numere stiind ca unul este mai mare cu 4 decat celalalt.

Rezolvare
a+b=18
a=b=14
a= b=

Egalarea celor doua numere se face:
a) prin scadere (e mai utilizatd)

besibrraritriid
18 4
a

18 — 4 =14 (2 x b sau 2b)
14: 2= %ib)
7+4=11()
Verificare: 11 +7 =18
Daci din numarul mare ,,a“ scidem 4, atunci ,,a“ va fi egal cu
,b“. Scazand pe 4 din suma (18), atunci obtinem doud numere egale

ci b
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b) prin adunare:

aF—————}——J}
18

18 +4 =22 (2a)
vz D=Lk (a)
[Edtaar by

Verificare: 11+ 7 =18

ol alIza\ca nuEnarului‘ mai mic‘,,b“‘ii adundm 4 (diferenta), atunci va
gv cu nunllarul‘ mai mare ,,a". Diferenta aceasta va fi adunati si la
suma g1 atunci obtinem 22 (2 X a sau 2a).

= Probleme propuse

‘%’ 1. Sllma a doud numere este 25, iar diferenta lor este 5
Aflati cele doud numere. .

1 '&’ 2. Sunla a doud numere este 54, iar unul dintre ele este cu
8 mai mare decét celilalt. Care sunt cele dous numere?

] & } Dgui compuneri au in total 49 de rAnduri. Una e mai scur-
ta cu 17 rinduri decit cealaltd. Cate rAnduri are fiecare compunere?

- ® ‘!-.Aln dpué bidoane se afla 58 ¢ lapte. Cati litri sunt in fiecare
bidon daca in primul sunt cu 14 ¢ mai mult dect in al doilea?

: ‘%’_ 5. Doi f1:a’;i au impreund 26 de ani. Unul dintre ei are cu
4 ani mai mult decat celalalt. Cti ani are fiecare?

#® 6. Bogdan are 100 de timbre romanesti si straine. Cate

timbre are din fiecare fel, stii a ti 3 i
j , stiind ci timbre romanesti ) i
multe decit striaine? e

G50 & 7.. Doqﬁ ca‘l_rti au impreund 244 de pagini. Una din ele are cu
38 de pagini mai putin decit cealalti. Cate pagini are fiecare carte?
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&% 8. Pe dous rafturi ale unei biblioteci sunt 75 de carti. Sa se
afle cate carti se afla pe fiecare raft, stiind ca pe al doilea sunt cu 17
mai putine decit pe primul.

% 9. Suma a trei numere este 50. Sa se afle fiecare numar,
stiind ca al doilea este mai mic cu 4 decat primul §i cu 7 decat al
treilea.

&% 10. Suma a trei numere este 682. Al treilea numar este mai
mare decat al doilea cu 115, iar decét primul este mai mic cu 170. Sa
se afle numerele.

& 11. Pe 3 caiete s-au scris in total 101 pagini. Pe primul caiet
s-a scris cu 8 pagini mai putin decat pe al doilea, iar pe al treilea cu
13 mai mult decét pe al doilea. Céte pagini s-au scris pe fiecare caiet?

&% 12. Marind cu 12 suma a doud numere obtinem 216. Sa se
afle numerele stiind ci primul este cu 28 mai mare decat al doilea.

&% 13. Daca dintr-un numar scidem 15, iar din altul scadem
83, diferenta numerelor obtinute este 10. S se afle diferenta dintre

numerele initiale.

% 14. Suma a doud numere este 226. Daca din primul numar
scadem 22 si din al doilea scidem 52, atunci diferenta dintre
numerele obtinute va fi 12. Sa se afle numerele.

& 15. Suma a dous numere este 208. Daca pe primul il méarim
de 2 ori, iar pe al doilea de 3 ori, suma numerelor obtinute va fi egald
cu 512. Si se afle numerele.

& 16. Diferenta dintre doud numere este 9. Marind de 3 ori
cele doud numere, suma numerelor obtinute este 363. Sa se afle

numerele initiale.

& 17. Marind de 3 ori doud numere obtinem pentru noile
numere suma 333, iar diferenta 51. Care sunt numerele?
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% 18. Suma a doud numere este 121. Daci il micsoram pe
primul de 3 trei ori si pe al doilea cu 3, suma numerelor obtinute este
egald cu 54. Aflati numerele initiale.

#* 19. Semisuma a doud numere este 49. Si se afle numerele
stiind c& primul este mai mare cu 18 decat al doilea.

#® 20. Semisuma a doud numere este 70, iar semidiferenta
este 16. Sa se afle numerele.

% 21. Dublul sumei a doud numere este 264. Aflati numerele
stiind cd primul este cu 28 mai mic decit al doilea.

% 22. Triplul sumei a trei numere este 282. S se afle nume-
rele, stiind ca primul este cu 26 mai mic decét al doilea $i mai mare
decat al treilea cu 28.

#* 23. Marind de 6 ori suma a doud numere obtinem 438. Si
se afle numerele stiind ca diferenta dintre ele este 21.

#* 24. Suma a trei numere este 52. Primul numar este 10, iar
diferenfa dintre al treilea si al doilea este 12. Aflati celelalte dous
numere.

#® 25. Un elev a citit in trei zile 43 de pagini dintr-o carte. In
prima zi a citit cu 3 pagini mai putin decit a treia zi, iar a doua zi a
citit 16 pagini. Cate pagini a citit in fiecare zi?

® 26. Un elev a citit in trei zile 46 de pagini. In prima si in a
doua zi a citit un numar egal de pagini, iar a treia zi cu 18 pagini mai
putin decét in cele doua zile la un loc. Céte pagini a citit in fiecare zi?

® 27. Trei elevi au rezolvat intr-o siptamana 95 de probleme.
Primul §i al doilea au rezolvat un numir egal de probleme, iar al
treilea cu 7 probleme mai mult decit ceilalti doi impreuna. Cite
probleme a rezolvat fiecare?

¥ 12

2. SUMA §I CAT

Caracteristica esentiala a acestor probleme constd in faptul ca
se precizeazd (sau se poate deduce) de cite ori este mai mare un
numdr ,,a“ decét alt numar ,,b* si care este suma lor. 4 '

Reprezentarea prin segmente ne va sugera ci ,,a"“ este mai mare
decat ,,b“ de ,,n“ ori si ca suma lor este (n + 1)b. Vom obgipe astffal p:e
b prin impdrtirea sumei la ,,n + 1 si pe ,,a“ prin Inmultirea lui ,,b*
cu L0

# Problema rezolvata

M Suma a doud numere este 28. Si se afle numerele, stiind ca
unul este de trei ori mai mare/ mic decat celalalt.

Rezolvare
a+b=28

a = 3b sau b =423
A= lb="

Din scrierea prescurtatd se observd cd numdrul mai mic este
,b*. 1l vom figura primul. Pe al doilea il vom desena de 3 ori mai

mare.

28

& p—t—rt—
Conform figurii, 28 (suma) reprezintd de 4 ori numdrul mic (b).
28:4= T(b)

Tx3=21()
Verificare: 21 + 7 =28
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15" Probleme propuse

#® 1. Suma a doud numere este 27. Aflati numerele, stiind ci
al doilea este de 2 ori mai mare decat primul.

# 2. Suma a doua numere este 35. Primul este de 4 ori mai
mic decit al doilea. Aflati numerele.

® 3. Doi frati au impreund 64 de nuci. Aflati cate nuci are
fiecare, daca unul din ei are de 7 ori mai multe nuci decat celalalt.

# 4. In doua zile un elev a citit 24 de pagini. Cate pagini a
citit in fiecare zi, daca in prima zi a citit de 3 ori mai mult decét a
doua zi?

#® 5. Trei persoane cumpird 100 kg de varza. Primele dous
cumpdrd cantitati egale, iar a treia cat celelalte doud la un loc. Cate
kilograme de varza a cumparat fiecare persoani?

#® 6. Trei carti au impreund 525 de pagini. Cea de-a treia are
un numdr dublu de pagini fatd de a doua, iar prima este jumatate din a
doua. Cite pagini are fiecare carte?

&% 7. In trei saci sunt 120 kg de ciment. Céte kilograme de ciment
sunt n fiecare sac, stiind ca in al doilea este jumatate din cantitatea din
primul, iar in al treilea de 3 ori mai mult decit in al doilea?

% 8. Suma a doud numere este 136. Daci pe primul il fnmul-
tim cu 2, iar pe al doilea cu 6, obtinem numere egale. Aflati cele doua
numere.

#® 9. Suma a doud numere este 48. Daci pe primul il mirim

de 3 ori, iar pe al doilea de 9 ori, obtinem numere egale. Aflati
numerele.
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% 10. Impitritul unui numar si dublul celui de-al doilea sunt
numere egale si au suma 448. Aflati numerele.

& 11. Triplul unui numar este egal cu dublul altui numar. S&
se afle numerele, stiind ca suma celor doud numere este 250.

&% 12. Suma a doud numere este 80. Diferenta lor este de 3 ori
numirul mai mic. Care sunt numerele?

#® 13. Suma a doud numere este 200. Daca pe primul il
inmultim cu 6, iar pe al doilea cu 2, obtinem numere egale. Sa se afle
numerele.



3. DIFERENTA SI CAT

In aceste probleme se precizeaza de cite ori este mai mare un
numar ,,a* decét un numar ,,b* (sau de cate ori este mai mic ,b* decat
,»a") si care este diferenta dintre ele. |

Reprezentarea prin segmente sugereazi ci, daci ,,a“ este de
N ori mai mare ca ,,b“, atunci diferenta ,,a — b* este (n — 1)b. Vom
obtine numéarul ,,b* prin impartirea diferentei la ,,n — 1* si apoi pe ,,a“
prin inmultirea lui ,,b* cu ,,n*.

#5 Problema rezolvata

Diferenta a doud numere este 18, iar catul lor este 3. Si se
determine numerele.

Rezolvare

a-b=18

atibi= VSisamar=i8h
a=7h =7

Pentru a-mi usura interpretarea datelor problemei si a vedea
mai bine in minte figura, am rescris a doua relatie prin operatia inversi
impartirii:

* defmpdrtitul = catul x impartitorul, in cazul nostrua = 3 x b.

bibe2z=

I |
& Je—ri ; f

18

Din figurd se observa cd diferenta (18) reprezintd de doud
ori ,,.b*:
18 : 2= 9(b)
9.%3=274a)
Verificare: 27 -9 =18
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i Probleme propuse

& 1. Catul a doud numere este 2, iar diferenta lor este tot 2.
Aflati numerele.

# 2. O compunere are de 4 ori mai multe rAnduri decit alta.
Sa se afle cte randuri are fiecare, stiind ¢ una are cu 27 randuri mai
mult decat cealalta.

& 3. Diferenta a douad numere este 40, iar catul este 5. Aflati
numerele.

# 4. Un caiet are cu 150 de pagini mai mult dect altul. Aflati
cte pagini are fiecare caiet, dacd unul e de 3 ori mai gros decét
celalalt.

# 5. Pe un raft sunt de trei ori mai multe paini decét pe altul,
adica cu 40 mai multe. Aflati cate paini sunt pe fiecare raft.

% 6. Intr-un sac sunt de 5 ori mai multe kilograme de ciment
decét in altul. Diferenta dintre cantitatile din cei doi saci este de

60 kg. Cate kilograme sunt in total?

&% 7. Fiul are de 6 ori mai putini ani decat tatal, adica cu 25
mai putin. Care este varsta fiecdruia?

% 8. Se dau 3 numere. Al doilea este de 2 ori mai mic decét
primul, al treilea este suma celorlalte doud, iar diferenta dintre al

treilea si al doilea este 22. Sa se afle numerele.

& 9. Si se afle numirul abc, stiind ca b = ¢, b = 2a si
b+c—2a=28.

% 10. O paine si jumatate costa 6 de lei. Cat costd o paine?
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% 11. Doua cutii au acelasi numér de bomboane. Dupi ce se
iau din prima 85 de bomboane si din a doua 25, se constati ci in a
doua au rdmas de 5 ori mai multe bomboane. Cite bomboane are
fiecare cutie?

#® 12. Andrei are a treia parte din vArsta bunicii si jumitate
din vérsta mamei. Bunica este mai mare cu 44 de ani decit Andrei.
Aflati varstele celor trei persoane.

#® 13. O carte are cu 384 de pagini mai mult decat alta, adica
de 4 ori mai multe. Cite pagini are fiecare carte?

% 14. La un concurs de atletism numirul copiilor de peste
10 ani a fost de 7 ori mai mare decat cel al copiilor care aveau mai
putin de 10 ani. S se afle numarul copiilor din fiecare categorie de
varstd, stiind cad cei de peste 10 ani erau cu 144 mai multi decat
ceilalti.

#* 15. Pentru 6 kg de cartofi s-au platit cu 4 lei mai mult decat
pentru 2 kg. Cit costa 1 kg de cartofi?

# 16. 7 caiete au cu 192 de file mai mult decét 3 caiete. Cite
file are un caiet?

% 17. Diferenta a doud numere este 54, fiind de 3 ori mai
mare decit primul numar. Aflati numerele.

# 18. Daci 4 bomboane costd cu 4 500 de lei mai mult decat
una singurd, cit costd o bomboani?

Leiq8

4. IMPARTIREA CU REST

In unele probleme se cunoaste suma sau diferenta a doud
numere naturale, citul Tmpartirii celui mai mare la cel mai mic si
restul acestei impartiri.

Astfel, dacd a = b x n + r, atunci vom reprezenta ,,b* printr-un
segment, iar pe ,,a“ prin ,,n* segmente de marimea celui care-1 repre-
zinta pe ,,b* si inca un segment (mai mic) care sd reprezinte restul.

Reprezentarea figurativd sugereazd sd sciddem din sumd sau
diferenta pe ,,r* pentru a raméane cu ,,n + 1 (sau ,,n — 1*) segmente de
marimea celui care-1 reprezintd pe ,,b*.

&5 Probleme resolvate

1. Suma a doud numere este 26. Catul impartirii numarului
mai mare la cel mic este 3, iar restul 2. Care sunt cele doud numere?

Rezolvare
a+b=26
a:b= 3(rest2)saua=3b+2
a="1bi="1

Din figurd observam cd dacd din suma 26 il Indepdrtim
(scadem) pe 2, obtinem de 4 ori ,,b".

26 -2 =24 (4b)

De aici avem o problema in care cunoastem suma si catul.

24 :4=6(b)

6x3+2=20(a)
Verificare: 20 : 6 = 3 (rest 2) sau 20 + 6 = 26
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